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0 序
T.Ono は1970年代後半からの一連の論文において,古典的 Hopf 写像
S^{3}\rightarrow S^{2}, S^{7}\rightarrow S^{4}, S^{15}\rightarrow S^{8}
を引き起こす二次写像を \mathbb{Q} 上で考え,そのファイバーに含まれる整数点の個数を明示的
に計算した.その結果は,[6, Chap. 7] にまとめて解説されている.
もう少し具体的に説明する. K=\mathbb{Q}(i) をガウス数体, H=K+Kj を \mathbb{Q} 上のHamilton
四元数体,  C=H+H $\omega$ を \mathbb{Q} 上の Cayley 代数とし, 0_{K}=\mathbb{Z}[i], 0_{H} を Hurwitz 整環,
0_{C} を Dickson 整環とする. R=K, H ) C として,二次写像 Q を
Q:R\times R\rightarrow \mathbb{Q}\times R, f(x, y)=(N(x)-N(y), 2\overline{x}y)
と定義する.Ono は,この写像の整数部分への制限
Q_{\mathbb{Z}}:0_{R}\times 0_{R}\rightarrow \mathbb{Z}\times 0_{R}




K=\mathbb{Q}(i) の場合を考える. K\times K=\mathbb{Q}^{4}, \mathbb{Q}\times K=\mathbb{Q}^{3}, 0_{K}\times 0_{K}=\mathbb{Z}^{4} と同一視したと








Q((0_{K}\times 0_{K}))\subset \{(y_{1}, y_{2}, y_{3})\in \mathbb{Z}\times 2\mathbb{Z}\times 2\mathbb{Z}| y_{1}^{2}+y_{2}^{2}+y_{3}^{2}=\square \}
となる.Ono の結果は,次の通りである :
y\in \mathbb{Z}\times 2\mathbb{Z}\times 2\mathbb{Z}, y_{1}^{2}+y_{2}^{2}+y_{3}^{2}=t^{2} (t\in \mathbb{N}) のとき,
\# Q_{\mathbb{Z}}^{-1}(y)=\#\{(u, v)\in \mathbb{Z}^{2}| u^{2}+v^{2}=$\Delta$_{y}\} =4(d_{1}($\Delta$_{y})-d_{3}($\Delta$_{y}))
が成り立つ.ここで,
$\Delta$_{y}=\displaystyle \mathrm{g}.\mathrm{c}.\mathrm{d}. (\frac{1}{2}(t+y_{1}), \frac{1}{2}(t-y_{1}), \frac{1}{2}y_{2}, \frac{1}{2}y_{3})





ノートでは,この結果を解析的に眺めてみる,すなわち,Ono が与えた \# Q_{\mathbb{Z}}^{-1}( $\rho$) という
量 (正確には,話を簡単にするため,そのちょっとした修正) を,保型形式のフーリエ係
数として解釈する,そして,その一般化を提案することを目的とする.
1 Hopf 写像と Maass 形式
1.1 Maass 逆定理
まず,準備として,議論のカギとなる Maaf3の逆定理 ([4]) を思い出しておく.符号
(1, n+1) の直交群 (の単位元連結成分) SO_{0}(1, n+1) の対称空間を
fl_{n}=\{ (x_{1}, \ldots , x_{n}, y)\in \mathbb{R}^{n+1}| y>0\} \cong SO_{0}(1, n+1)/SO(n+1)
と実現しておく.  $\Gamma$ を  SO_{0}(1, n+1) の離散部分群で (xl, . .. , x_{n})‐空間における格子 L に
よる平行移動を含むものとする.
定義1 \mathfrak{H}_{n} 上の  $\Gamma$‐不変で緩増加な関数  F : \ovalbox{\tt\small REJECT}_{n}\rightarrow \mathbb{C} は,微分方程式
[y^{2}\displaystyle \sum_{j=1}^{n}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{j}^{2}}+y^{n+1}\frac{\partial}{\partial y} (y^{\mathrm{i}-n}\frac{\partial}{\partial y}) -$\nu$^{2}+\frac{n^{2}}{4}] F=0
を満たすとき,  $\Gamma$‐Maass 形式といわれる.
 $\Gamma$ が格子  L による平行移動を含むという仮定から,  $\Gamma$‐Maass形式  F は次の形のフーリ
エ展開をもつ:
(1) F(x, y) =\displaystyle \sum_{v\in L^{*}}a(v)y^{n/2}K_{ $\nu$}(2 $\pi$|v|y)e^{2 $\pi$ i(v,x)} + \left\{\begin{array}{ll}
a_{1}y^{\frac{n}{2}+} \text{レ} +a_{2}y^{\frac{n}{2}- $\nu$} & ( $\nu$ \neq 0) ,\\
a_{1}y \text{互 十} a2y^{\overline{2}} \log y & ( $\nu$ = 0) .
\end{array}\right.v\neq 0
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ここで, v, x\in \mathbb{R}^{n} に対し (v, x) で標準的なユークリッド内積を表し, L^{*} は L の双対格子
(2) L^{*}=\{x^{*}\in \mathbb{R}^{n}| (x, x^{*})\in \mathbb{Z}, (x\in L)\}
を意味する.
一般に, \mathbb{R}^{n} の格子 L に対し, SO_{0}(1, n+1) の離散部分群 $\Gamma$_{L} を
$\Gamma$_{L}:=\displaystyle \langle y\mapsto\frac{1}{y}, x\mapsto x+\ell|\ell\in L\rangle
によって定める.また,  L^{*} を上と同様に L の双対格子とし,数列 a : L^{*}\backslash \{0\} \rightarrow \mathbb{C} と
\mathbb{R}^{n} 上の斉次調和多項式 h(x) に対し,ゼータ関数を
 $\xi$(s) 一 \displaystyle \sum_{v\in L^{*}}\frac{a(v)}{(v,v)^{s}},  $\xi$(s;h)=v\displaystyle \in L^{*}\sum_{v\neq 0}\frac{a(v)h(v)}{(v_{\text{）}}v)^{s}}
と定義する.ここで h が定数1に等しく \deg h=0 の場合,  $\xi$(s;1)= $\xi$(x) であることに
注意しておく.
定理1 (Maass) a(v) (v\in L^{*}\backslash \{0\}) がある $\Gamma$_{L} ‐Maass形式の (1) の形のフー リエ展開の
係数となっているための必要十分条件は
(1) |a(v)|<C(v, v) (v\in L^{*}\backslash \{0\}) を満たす正定数 C が存在する.
(2) (s-\displaystyle \frac{n+ $\nu$}{2})(\mathcal{S}-\frac{n- $\nu$}{2}) $\xi$(s) , および,任意の定数でない斉次調和多項式んに対する  $\xi$(s;h)
は位数有限の整関数に解析接続される.
(3) h を d 次調和多項式とするとき,関数等式
(\displaystyle \frac{n}{2}+d-s, h) =(-1)^{d-}--(s, h) ,
(s, h) :=$\pi$^{-28} $\Gamma$(s+\displaystyle \frac{ $\nu$}{2}) $\Gamma$(s-\frac{ $\nu$}{2}) $\xi$(s;h)
が成り立つ.
の3条件を満たすことである.また,このとき,フーリエ展開 (1) の定数項の係数 a_{1} , a2
は  $\xi$(s) の極における主要部から定まる.
1.2 Hopf 写像から得られる Maass 形式
§O の設定に戻る.§0での \mathbb{Z}‐構造を少し修正して 0' を R の標準内積に関して自己双対
な格子とし, \mathbb{Z} 上の Hopf写像
Q_{\mathbb{Z}}:0'\times 0'\rightarrow \mathbb{Z}\times 0 
を考える.
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定理2 n=\dim R+1 and L=2\mathbb{Z}\times 0' とし,
a (Q ) v ) :=(v, v)^{1/4}\#(Q_{\mathbb{Z}}^{-1}(2v)) (v\displaystyle \in \frac{1}{2}\mathbb{Z}\times \mathfrak{o}', v\neq 0)
とおくと, a(Q, v) は巧n 上のある $\Gamma$_{L}‐Maass形式のフーリエ係数となる.
§0で実例として挙げた R=\mathbb{Q}(i) , 0'=\mathbb{Z}[i] の場合, n=3 で Sp ( 1 ) 1 ) =Spin(1,4) で
あるから, Sp(1,1) の保型形式
F (x ) y ) = \displaystyle \frac{y}{2}+\sum_{v\neq 0}a(Q, v)y^{3/2}K_{1/2}(2 $\pi$|v|y)e^{2 $\pi$ i(v,x)}
= \displaystyle \frac{y}{2}+\frac{1}{ $\pi$}\sum_{v\neq 0}a(Q, v)ye^{2 $\pi$ i((v,x)+i|v|y)}
が得られる.この保型形式は Yamauchi‐Narita [5] で構成された Sp(1,1) のテータ級数の
特殊な場合となっている.
さて,上の定理の証明は極めて簡単である.
【証明】 まず, a(Q, v) の定義により,
 $\xi$(s;h) = \displaystyle \sum_{v\neq 0}\frac{a(Q,v)h(v)}{(v,v)^{s}}=\sum_{(x,y)\in 0'\times 0'\backslash \{(0,0)\}}\frac{h(Q(x,y))}{(Q(x,y),Q(x,y))^{s-1/4}}
= \displaystyle \sum_{(x,y)\neq 0\in 0'\times 0'\backslash \{(0,0)\}}\frac{h(Q(x,y))}{(N(x)+N(y))^{2s-1/2}}
= \displaystyle \sum_{(x,y)\neq 0\in 0\times 0'\backslash \{(0,0)\}}\frac{h(Q(x,y).)}{(x_{1}^{2}+\cdots+x_{n-1}^{2}+y_{1}^{2}+\cdot\cdot+y_{n-1}^{2})^{2s-1/2}}
となる.ここで球面を球面に写すという Hopf写像の特徴的な性質
(Q(x, y), Q(x, y))=(N(x)-N(y))^{2}-4N(x)N(y)=(N(x)+N(y))^{2}
を用いた. n 変数, d 次の調和多項式 h を Hopf 写像 Q で引き戻した h(Q(x, y)) が 2n
変数, 2d 次の調和多項式となることは容易に確かめられる.すなわち,問題とするゼー
タ関数  $\xi$(s;h) は,いわゆる,球関数付きの Epstein ゼータ関数に他ならない.その性質




Q:\mathbb{Q}^{2n-2}\rightarrow \mathbb{Q}^{n}, Q(w)=(Q_{1}(w), \ldots, Q_{n}(w))
の形に表す.ここで, R=K, H, C に従って n=3 , 5, 9である.二次形式 Q_{i} の行列を
S_{i} (i=1, \ldots, n) と表す.具体的には, n=3 のとき




\end{array}\right), s_{3} = \left(\begin{array}{lll}
0 & 00 & -1\\
0 & 01 & 0\\



































が成り立っている.この関係式は, n 変数の正定値二次形式 v_{1}^{2}+v_{2}^{2}+\cdots+v_{n}^{2} の Cliffford
代数 C_{n} の生成元 e_{1} , . .. , e_{n} の関係式に他ならない.ここで,el,, . . , , e_{n} は二次形式が定
義されている n 次元線型空間の標準的な基底である.したがって, e_{i}\mapsto S_{i} は C_{n} の
2n-2 次元表現を与えている.このことに注目し,任意の n に対し Clifford 代数 C_{n} の
任意の次元の表現
 $\rho$:C_{n}\rightarrow M(m;\mathbb{R})
を考える.必要なら同値な表現にうつることにより,標準的基底の像 S_{i}:= $\rho$(e_{i}) はすべて
整数係数の対称行列だとしてよく,さらに (3) を満たしている.この対称行列 S_{1} , . . . , S_{n}
を用いて \mathbb{Q} 上定義された二次写像
Q=Q_{ $\rho$} : W:=\mathbb{R}^{m}\rightarrow V:=\mathbb{R}^{n}, Q(w)=(^{t_{wS_{1}w}\ldots t_{wS_{n}w}})
を得ることができる.Cliffid 代数 C_{n} の作用を通じて W には Spin (n) が作用し,一方,
V にはベクトル表現として SO(n) を経由して Spin (n) が作用するが, Q はこの2つの
作用について同変である.名前があった方が便利なので, Q を Clifford二次写像と呼ぶ
ことにする.
予想 瑞の任意の非自明な有限次元表現  $\rho$ :  C_{n}\rightarrow M(m;\mathbb{R}) から得られる二次写像 Q
に対し定理2の類似が成立し, Q の定めるディオファンタス方程式の情報によってフー
リエ係数が与えられるような Spin (1, n+1) の保型形式 (Q のテータ級数と呼ぶべきも
の ) が存在する.
この予想の成立を期待する根拠としては
\bullet  n=3 , 5, 9の Hopf写像の場合に定理2が成立していること,に加えて,




\bullet  m=\deg $\rho$ が十分大きいとき,  V 上の d 次斉次調和多項式 h に対し
(4) $\xi$_{ $\rho$}(s;h)=\displaystyle \sum_{v} \displaystyle \frac{a(Q,v)h(v)}{(v,v)^{8+\frac{m-2n}{8}}},







a(Q, v)=(v, v)^{-\frac{m-2n}{8}\#}\{w\in \mathcal{L}| Q(w)=v\}
を係数とするゼータ関数を問題とすることになる.しかし,Hopf写像の場合とは異なり,
一般には Q^{-1}(v)_{\mathbb{R}} はコンパクトではなく, \#\{w\in \mathcal{L}| Q(w)=v\} は有限値とはならない.
この問題を回避する一つの方法は,不定値2次形式の場合の種ゼータ関数の類似物である
(4) を考察することであるが,上で触れたように,その解析は今のところ不十分である.本
稿では,以下, P(w)=(Q(w), Q(w)) がある概均質ベクトル空間の相対不変式となる場合
を調べる.この場合には,Siegel による不定値二次形式の measure of representations
を一般化して a(Q, v) を適切に定義できるなど,ゼータ関数の解析を実行する手段が整っ
ているからである.
3 Clifford 二次写像と概均質ベクトル空間
Cliffford 代数 C_{n} の m 次元表現 p:C_{n}\rightarrow M(m;\mathbb{R}) から得られる二次写像 Q に対し,
P(w) = (Q(w), Q(w)) がある概均質ベクトル空間の相対不変式として実現されるケース
は完全に分類され,次の表で与えられる ([3, Theorem 3.2]) :
この表が示すように, P(w) が概均質ベクトル空間の相対不変式となるのは例外的であ
り,概均質ベクトル空間と関係づけられない (n\geq  10 , ないしは, 5\leq n\leq 9 で m が極小
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でない) ケースこそがむしろ興味深いのであるが,とにかく,実験台として概均質の場合
を調べよう. n=1 のとき4次形式 P(w) は W 上の二次形式の平方であり,この場合は
よく知られているから,以下では n\geq 2 とする.このとき,表に現れる概均質ベクトル空
間は正則であり、次のような共通の特徴をもっている.
(1) 作用する群 G は,コンパクト群 K と Q を不変にする群 H があって  G=GL(1, \mathbb{R})\times
 K\times H の形をしている.
(2) 概均質ベクトル空間の一般論によるとゼータ関数は実開軌道ごとに定義されるが,
W-\{w\in W| P(w)=0\} は連結であり,ただ1つのゼータ関数が得られる.
ゼータ関数は, W の格子 \mathcal{L} と \mathcal{L} を (集合として) 不変にする H の数論的部分群  $\Gamma$,
V 上の斉次調和多項式 h(v) に対し
(6) \displaystyle \sum \frac{ $\mu$(w)h(Q(w))}{|P(Q(w))|^{8}}Q(w)w\in $\Gamma$\backslash 乙
で与えられる.ここで,  $\mu$(w) は  $\Gamma$ w の密度,すなわち,概均質ベクトル空間の一般論に
おいて定義されているゼータ関数の係数である (詳しくはKimura[2, §5.2] を見よ) . 概
均質ベクトル空間のゼータ関数を h(Q(w)) のような多項式を係数に取り込んだ形に拡張
したものの一般論は [7] で展開されているが,いま扱っている空間の場合には,(2) に加
えて




(a) 多項式 h(Q(w)) 付きの局所ゼータ関数の関数等式を明示的に計算し,関数等式の形
がMaass 逆定理からくる要請に正確に従っていることの確認.
(b) 極の位置が,やはり Maass 逆定理からくる要請に正確に従っていることの確認.
(c) とくに, h が定数ではないとき,ゼータ関数が整関数となることの確認.
このうち,(a) については case by case の議論は不要で統一的な証明を与えることができ










では,主結果を述べる. \mathcal{L} で W(\mathbb{Q}) に含まれる自己双対格子を表す. L^{*} は Q(\mathcal{L}) で生
成される V(\mathbb{Q}) の格子である.  $\Gamma$ を \mathcal{L} を (集合として) 不変にする H の数論的部分群と
する.このとき,
a(Q;v):=\displaystyle \frac{1}{(v,v)^{\frac{m-2n}{8}}}\sum_{w\in $\Gamma$\backslash (Q^{-1}(2v)\cap \mathcal{L})} $\mu$(w) (v\in\frac{1}{2}L^{*}\backslash \{0\})
とおく.
定理3 n,m を p.6のリストに現れるものとし, V 上の d 次斉次調和多項式 h に対し,
ゼータ関数  $\xi$(s;h) を
 $\xi$(8;h):=\displaystyle \sum_{v\in\frac{1}{2}L^{*}\backslash \{0\}}\frac{a(Q;v)h(v)}{(v,v)^{s}}
と定義する.  $\xi$(s;h) は {\rm Re}(s)> が十分大きいとき絶対収束し, \mathbb{C} 全体に有理型関数とし
て解析接続される.さらに,関数等式
(d+\displaystyle \frac{n}{2}-s;h) =(-1)_{-}^{d-}-(s;h) ,
亘 (s;h) :=$\pi$^{-2s} $\Gamma$(s+\displaystyle \frac{m-2n}{8}) $\Gamma$(s-\frac{m-2n}{8}) $\xi$(s;h)
が成立する.
ゼータ関数  $\xi$(s;h) は容易に (6) の形の概均質ゼータ関数に変形されるから,定理3は,
Poisson の和公式を用いた概均質ベクトル空間の理論の標準的な議論で証明される.ただ
し,関数等式のガンマ因子など,明示形の決定には,次の局所関数等式を必要とする.
定理4 n\geq 1 とし,任意の C_{n} の m 次元表現  $\rho$ :  C_{n}\rightarrow M(m, \mathbb{R}) を考える. Q を  $\rho$ か
ら定まる Cliffford 二次写像とする.  h を V 上の d 次斉次調和多項式とし, W 上の急減
少関数 f に対し,局所ゼータ関数  $\Phi$(s;f, h) を
 $\Phi$(s;f, h):=\displaystyle \int_{W(\mathbb{R})}|P(w)|^{8}h(Q(w))f(w)dw
と定義する.このとき,  $\Phi$(s;f, h) は {\rm Re}(s)>0 で絶対収束し, \mathbb{C} に有理型関数として解
析接続される.さらに,局所関数等式
 $\Phi$(-d-\displaystyle \frac{m}{4}-s;\hat{f,}h) = $\gamma$(s) $\Phi$(s_{\dot{\text{）}}}f, h) ,
 $\gamma$(s)=(-1)^{d}(\displaystyle \frac{ $\pi$}{2})^{4s+2d+\frac{m}{2}}\frac{ $\Gamma$(-s) $\Gamma$(-s-\frac{m-2n}{4})}{ $\Gamma$(s+d+\frac{n}{2}) $\Gamma$(s+d+\frac{m}{4})}.
が成立する.ここで \hat{f} は f のフーリエ変換を表す.
この局所関数等式の成立と明示的計算は,[8] の方法を用いれば,概均質性に訴える必




定理5 p.6のリストに現れる n,m (で (#) を除いたもの) に対して,
 $\xi$(s;h)\times \left\{\begin{array}{ll}




すでに注意したように,定理5はcase by case の計算を必要とする.一般に概均質ベ
クトル空間のゼータ関数の極はその b‐関数である程度統制されているが,  $\xi$(s;h) の極が




また, h が定数ではないときに  $\xi$(s;h) が整関数となることを示すためには, h(Q(w))
の K‐translate が張る K の表現の特異軌道への制限をある程度調べる必要が出てくるの
で,これも統一的な取り扱いは難しい.
(#) の場合には,これらの個別チェックが現時点で完了していないため,定理5では (し
たがって,下の定理6でも) 「(#) を除いたもの」 という留保をつけたが,この除外ケー
スでも定理が不成立となる理由が存在するわけではもちろんない.
定理3, 定理6と Maass 逆定理 (定理1) を合わせると,次の結果が得られる.
定理6  $\nu$=\displaystyle \frac{m-2n}{4} とおく.また, L を L^{*} の双対格子とし, $\Gamma$_{2L} を (2) で定まる SO_{0}(1, n+
1) の離散部分群とする.p.6のリストに現れる n,m (で (#) を除いたもの) に対して,
F(x, y)=\displaystyle \sum_{v\in\frac{1}{2}L^{*}\backslash \{0\}}a(Q;v)y^{n/2}K_{ $\nu$}(2 $\pi$|v|y)e^{2 $\pi$ i(v,x)}+\left\{\begin{array}{ll}
a_{1}y^{\frac{n}{2}+ $\nu$}+a_{2}y^{\frac{n}{2}- $\nu$} & (m\neq 2n)\\
a_{1}y^{\frac{n}{2}}+a_{2}y^{\frac{n}{2}}\log y & (m=2n)
\end{array}\right.
はめn 上の $\Gamma$_{2L}‐Maass 形式である. a\mathrm{i}, a_{2} は  $\xi$(s) = $\xi$(s;1) の極における主要部から定
まる。
注意 このノートでは,Maass逆定理を利用するため正定値の二次空間への二次写像のみ
を考えたが,[3] では不定値の二次空間への Cliffford二次写像 Q:W\rightarrow V も扱っている.
このときには, V 上に定義された二次形式の符号を (p, q) とすると, C_{p}\otimes C_{q} の有限次
元表現の表現空間が W を与え,p. 5の予想は Spin (1+p, 1+q) の保型形式を与えると
いう形で一般化されると考えられる.部分的結果として, p=q の場合には (5) で与えた
a(Q, s) が具体的に計算でき, SO(1+p, 1+p) のある Eisenstein 級数のフーリエ係数と
簡単な因子を除いて一致することが示せる.これは、二次形式の種テータ級数が斜交群の
Eisenstein 級数を与えるという Siegel の主定理の類似である。
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